Losungen zum Thema Extremwertprobleme

Sonke VoB

Losung zur Aufgabe 1:

1. Analyse der Aufgabe:

Die Zahl 10 soll zerlegt werden in 10=x+y
und es soll gelten, dass x*+y® minimal ist.

2. Zielfunktion aufstellen:

f(x)= X% +y?

3. Nebenbedinqungen:

10=x+y = y=10-x
4. Einsetzen NB in ZF:

f(X)=x°+y® = X* + (10—x)? = x*+100—20x+x
= 2x°~20x+100

5. Definitionsmenge:

Di=IR Es kann auch die Summe von negativen
Zahlen sein, z. B. 10 = 15 + (-5)

Losunqg zur Aufgabe 2:

Hier ist eine Skizze sinnvoll:

6. Ableitungen der ZF:

f 7 (x)=4x-20
f 7 (x)=4

7. Extrema bestimmen:

f (x)=0

& 4x-20=0

< 4x =20

S x=5

f 7 (5)=4>0 = Minimum bei x=5

8. Werte bestimmen:

y=10—x=10-5=5
52452 = 50

Die Summe der Quadrate wird mit 50 bei
x=y=5 minimal.

Das Rechteck habe den Flacheninhalt Ag = a'b

Das Dreieck hat den Flacheninhalt Ap=1 -12:8=48

Das Ausgangsdreieck setzt sich zusammen aus dem Rechteck, dem schwarze Dreieck und
dem Dreieck, das entsteht, wenn wir die beiden grauen Dreiecke zusammenschieben (also

das Rechteck weglassen).

Das schwarze Dreieck hat die Hohe 8—b und somit den Flacheninhalt 1 -a-(8-b)
Das graue zusammengeschoben Dreieck hat die Grundseitenldnge 12—a und die Hohe b,

also den Flacheninhalt £ -(12-a)-b
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1. Analyse der Aufgabe:

siehe oben
2. Zielfunktion aufstellen:

f(a)=a'b

3. Nebenbedingungen:

48= ab + 1-a(8b) + 1-(12-a)b

A A A
Rechtec s[chwarzes Dreieck gﬁaues Dreieck\e)

=ab+4a—Lab+6b-1ab=4a+6b

also: 48=4a+6b = 6-b=48-4a
= b=8-2a

4. Einsetzen NB in ZF:

f(a)=ab = a:(8-—2 a) = 8a-2 a°

5. Definitionsmenge:

Di={acIR: 0<a<12}

Lésung zur Aufgabe 3:

1. Analyse der Aufgabe:

Dreieck mit der Grundseite 2-+/3 LE und der Hohe
f(xc), wobei x. gesucht wird. Der Flacheninhalt des

Dreiecks soll maximal werden.

2. Zielfunktion aufstellen:

A=1-2:43:h = Ax)=L 23 (x)

3. Nebenbedinqungen:
h=f(xs)= 1 -x*-3-x°+2

4. Einsetzen NB in ZF:

AX)=1243h = 3-(Lx—3x+2)

2
g x*—3/3x2+ 93

5. Definitionsmenge:

Di={xe IR: —=/3 <x<+/3}

6. Ableitungen der ZF:

f'(a)=8-%a
£ (a)=—4%

3
7. Extrema bestimmen:

f*(a)=0
&8-+a=0

&8=%a
& 6=a

f*(6)= —3 <0 = Maximum bei a=6

8. Werte bestimmen:

b=8-2a=8-26=84=4
Ar=a-b=4-6=24

Das Rechteck hat den maximalen Inhalt von
24 FE.

6. Ableitungen der ZF:

A ()= 2+/3 X% = 64/3 x = 24/3 x-(x*=3)
A (x)=6~3 X —6+/3

7. Extrema bestimmen:

A’ (x)=0

& 243 x-(x2=3)

< xy=0 oder x2=\/§ oder x3=—\/§

Da xo2 Da und x3¢ Da muss nur x; Uberprift
werden.

A (0)=6+/3-0°-6+3 =—6+/3 <0=

Maximum bei x=0.

8. Werte bestimmen:

9

- J3%7,79 und f(0)=4,5 Das Dreieck hat

den maximalen Flacheninhalt von ca. 7,79 FE,
wenn der dritte Punkt C(0|4,5) ist.
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Losung zur Aufgabe 4:

1. Analyse der Aufgabe: 6. Ableitungen der ZF:

gegeben: Umfang U= 10 m f (nN=10-7,14r
gesucht: Héhe des Grabstein, d.h. Summe aus f (r)=—7,14

Hbhe Rechteck und Radius des Kreises. .
7. Extrema bestimmen:

2. Zielfunktion aufstellen:

£2(n=0

h(=ab+ 1-mr¥=2rb+ 1w & -71471+10=0
_ & 7,141 =10

3. Nebenbedingungen: or=~14

U=10=a+2b+1rr = 2:1+2:b41rr; £*(1,4)=—7,14<0 = Extremstelle bei x=1,4

also 2:r+2-b+mr=10 (Maximum)

=2:b=10-2-r—1r

= b =5-r—1 ‘mr=5-257r 8. Werte bestimmen:

4. Einsetzen NB in ZF: b=5-2,57T= 5_2557’1 A4~14
h(=2rb+ §-Tr

h(r)=2rb+ 3 mr=21(5-2,571) + 1 W h(1,4)=21,4-1,4+1,57-1,4%=6,99

=10r-5,14-r*+ 1 -mr*=10-r-3,571° _ . ,
Der maximale Flacheninhalt betragt rd. 7 m=.

5. Definitionsmenge:

Di={reIR: O<r<-%} (denn selbst wenn das Rechteck

verschwindet, gilt U=10=2-r+1r =r-(2+1) (Umfang
eines Halbkreises)

Losunqg zur Aufgabe 5:

1. Analyse der Aufgabe: 6. Ableitungen der ZF:
geg.: V=1000cm?® f*(a)= 4a—4000a2
Verpackung ist ein Quader mit quadratischer f(a)= 4+8000a°°
Grundseite, die Oberflache soll minimal sein .
ges.: Oberflache minimiert 7. Extrema bestimmen:
2. Zielfunktion aufstellen: f'(a)=0 ,
< 0=4a—4000a“ [(:4)
O=f(a)=2-a'a + 4-a-b= 2-a’+4ab & 0=a—1000a2 1(+1000 a™)

& 1000a?=a |(-ad)

3. Nebenbedinqungen: .
& 1000=2a> 13

V=1000 = a-a-b = a*b = b="%0 o 10=a

4. Einsetzen NB in ZF f(10)= 4+8000-10° = 1250 = Minimum
bei a=10

f(a)= 2-a’+4ab = 2-a’+4a- 1% = 232440003 _

“ 8. Werte bestimmen:

5. Definitionsmenge: b= % -10 und 0=2-32+4ab =600

D=IR.o Die Verpackung hat als Wirfel mit der
Kantenlange 10 cm die kleinste Oberflache
mit O=600cm?®.
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Losung zur Aufgabe 6:

1. Analyse der Aufgabe:

Geg.: Funktion f mit f(x)=—0,4x+2 Rechteck mit
Ursprung als Eckpunkt A, zwei Seiten auf den

Achsen, Punkt C auf dem Graphen von f.
ges.: x-Koordinate von C

2. Zielfunktion aufstellen:

A=g(x)=xf(x)

3. Nebenbedinqungen:
f(x) = —0,4x+2
4. Einsetzen NB in ZF

g(x)= xf(x)=x"(=0,4x+2) = —0,4x*+2x

5. Definitionsmenge:

Di={xe IR: 0<x<5}
(Da 5 die Nullstelle von f)

6. Ableitungen der ZF:

f (x)=—-0,8x+2
f(x)=-0,8

7. Extrema bestimmen:

f(x)=0
< 0=—0,8x+2 1(+0,8x)
< 0,8x=2 1(:0,8)
S x=2,5

f7(2,5)=—-0,8 <0 = Maximum bei x=2,5
8. Werte bestimmen:

f(2,5)=1 C(2,5]1)
A=x-f(x)=2,5-1=2,5

Das Rechteck mit dem Punkt C(2,5|1) hat
einen Flacheninhalt von 2,5 FE.
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